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�8( :'& � � !�� ��! :�� !�� & 4������ & 4
� #8� ��! 4����������"4��
� � � #���� �

� . � ! �"! #�� ! � � ��! ��� #,+�� # 4�� # ��!%$'& 4 & � + 4��(� #���� +/!;�*) � �
��� �+� 4 #8� ��! ���-,�� &)� � �

. .
H∞

$ � #,40//�(� �*#1� �,+ 46&,4
� #�� &)�(, 4 # � ��! ��� 4 �2� 4 ��� ���
� & 4
� #8� ��! 4��3����� 4�� � � � #���� �

4 .
H∞

$5� ��!�#)& ��� � + 46& 4�� #�� & �(, 46# � � ! ��� 4 �2� 4 �6� ���
� & 4
� #8� ��! 4��3����� 4�� � � � #���� �
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ẋ(t) +
k
∑

i=0

Eiẋ(t − µi) =
k
∑

i=0

Aix(t − ti)+

m
∑

i=0

Biu(t − τi)

y(t) =
l
∑

i=0

Cix(t − σi)+

p
∑

i=0

diu(t − νi)

$ +�� &��
x(t) ∈ R

n � u(t) � y(t) ∈ R
�

Ai
� Bi

� Ci

46&6�
n × n � n × 1

4'!��
1 × n

� 4 #)& �*�2� �
4'!��

di ∈ R
.

�



��� ����� � 	�

��	���� ����� 	����

G(s) =

(

m
∑

i=0

Bie
−sτi

)

×
(

sI − s

k
∑

i=0

Eie
−sµi +

k
∑

i=0

Aie
−sti

)−1

×
(

l
∑

i=0

Cie
−sσi

)

+

p
∑

i=0

die
−sνi

.

G(s) =

n2
∑

i=0

qi(s)e
−βis

n1
∑

i=0

pi(s)e
−γis

0 = γ0 < γ1 · · · < γn1

� 0 ≤ β0 < β1 · · · < βn2# +��
pi
� qi

4 &6� � ��� �;!;� � �"40� �

�



� � � 	 � � ��� � � 
 � ����� ��� � � ��� 	 � � � � �
	 ����
��������

� ��������������� �
�
deg p0 > deg pi

� � &
i = 1, · · · ,n14'!��

deg p0 ≥ deg qi

� �'&
i = 0, · · · ,n2

.
0 � #,46& ����� #1� � �
 + 4 � 4 ! !;�*#�� ! � � / � & ��� � ���(� � �"! 4'! � &)� : +�#
+ 4�� � $ ���"4 !��

� ��������������� "#�
deg p0 ≥ deg pi

� � &
i = 1, · · · ,n1� $ � # + ��) � 40� �*# � � � & 4 # �(� 4 � # ��!�� � ��� �;!;� � � 4��

pi

��4'!��
deg p0 ≥ deg qi

� � &
i = 0, · · · ,n2

.
$ � � # & 4�� # � � �
% +�� � ��� � � ��� G

46&6� �"! 4 / 4'! � 46& � � !�� # +��
�*� 4 : �"! 46& � 4 ! � � .

&



��� 	�� � ����� 	�� � � ��	�� ��� � ��� � �

G(s) =

n2
∑

i=0

qi(s)e
−βis

n1
∑

i=0

pi(s)e
−γis

# +��
pi

46&6� � ��� �;!;� � �"40� � ��� # +�� � �'&��
li
∑

k=0

aksαk
$ �*#,+

αk ∈ R+

s ∈ C \ R−
� −π < arg s < π

.
&6� #,46& ����� #1� � � � !�� � #)& 40� #1� � �

�"!/4�� ��� � ��& 4 # � :�!;��! �
G(s) = 1

(a
√

s+b)+(c
√

s+d)e−sh$ �*#,+
a 6= 0 � b � c 6= 0 � d

&�� 4�� �

�



H∞
$ � #,4�//� � � #1� ��� � � �,+ � � � #���� �

� ��!��;� # � ��! 	

G
� � H∞

$ � #,40/��(� � 
��1
 � $ � #,4�/�� � � ! � �2�(� 4 & � � � G
+ 4 �

!;� � ��� � � �9! #,+�� � � #�&)� :�+�# $ + 4�� ����� 4'!�� .

� ��!��;� # � ��! �
�1� #,+�� &�� �"! � � # � a < 0 � � �,+ # + 46#

P
+ 4 � !;� � ��� � � �9!

(C \ R−) ∩ {Re s > a} ∪ {0} # +�� !
P

� � H∞
$ � # 4�/��(�

��
��1
 � $ � # 4�/�� � � .
% +;� � � ��!��;� # � ��! � � !3�<# !����2� ��� 46& � .
� ! # +�� � 4 � � ��� � � � � � ! � � &,4 #�� �����"4�� � � $ � � 4'!
: 46&,4'!�#���� # + 46# #,+�� &�� � � ��!�� � 4 ! !;�*#�� ! � � / � & ���
� ��� � � �"! 4 �5� 46&):�� + 4�� � $ ���"4'!����8.

�



% +�� �2� 4 �6� ��� � � � #���� � � # � �;�(� �

G(s) =
r(s)

p(s) + q(s)e−sh

h > 0 �

p,q,r
&�� 4�� � ��� �;!3� � � 4�� � �9! #,+�� � 46&)� 4�/��(�

sµ � �'&
0 < µ < 1

.

deg p = deg q
4 !��

deg r ≤ deg p
.

� � &6� #,+�� ��� :'&���� � � �9!�#�� & �3&�� #�� � 4 � # +�� ��� :'&6��� �"!
sµ

4'!�� � � � � 4'! �9!�#�� :�� & .

�



� ! #�� ! � � � ! ��� # +�� # 40�*# � !%$ & 46& � + 4�� � � � # +3�+�

� � #�� &�� �9!3�9!;: # +�� �'4�� � � � ��� h ≥ 0
� �'&%$ +;� �,+ 4

� � !�� #8� ��!
A(s) + C(s)e−sh $�� # +

A � C
&�� 4��

� ��� �;!;� � �"40� � � + 4 � 40�(� � # � ,�� &)� � � �9! # +�� � ��� #
+ 4�� � $ ���"4 !�� .

�
% � � # � # 4�//� � �*# � 4 #

h = 0
.

�
% � � # � # 4�//� � �*# � � � &%�"! ! !;� #�� � �*� 4�� � � � � 4��(�

h > 0
.

�
� �+� 4 #�� #,+�� ,�� &)�0$5� & � �6� �9!3: � 4'!�� � �"4 ��� � ��� #,+���� 4 �
� #,4�//� � � , �9!;: �'& ��� � #,4�/ �(� � , �9!3:/. � 40�*� � � 4 #�� # +��
� �'&)&6� � � ��! �;�9!;: �'40� � � � ��� h

4'! � 4 ��� � � �"4 #����
� #,4�//� � � #1� $ �9!��3� $ � .

�



� ! #�� ! � � � ! ��� # +�� # 40�*# � !%$ & 46& � + 4�� � � � # +3�+�

�1�
A(s) + C(s)e−sh = 0

+ 4 � 4 ,�� &)� 4 #%# +�� � � �9!�#
s = iω ∈ iR \ {0} � # +�� !

W (ω) := |A(iω)|2 − |C(iω)|2 = 0.

& �'&6� � � � & � 4 # � � �,+ 4 � � �9!�#
s �

�/&)� � � ����� # + 4 #
A

4'!��
C

�;� !3�<# �'4'!;� � + � � !�� + 4 �

signRe
ds

dh
= signRe

1

s

[

C ′(s)

C(s)
− A′(s)

A(s)

]

=��



H∞
$ � # 4�//�(� �*# � ���

G(s) =
r(s)

p(s) + q(s)e−sh

� � #
α = lim s∈C\R−

|s|→∞

p(s)/q(s) �

�1� |α| < 1
# +�� !

G
+ 4 � �"! ! !;� #���� � � 4'! � � ! � # 4�/��(�

� ��� � � 4 � ��� �;# �'# �*� #8� 4 � � &7# � � 4��3� �9!��
Re s = − log |α|/h �9! # +�� &)� :�+�# + 4��(��$ ��� 4'!�� 4'!�� # + � �
G

� 4'!/!;�'# � �(� �"!
H∞

.

�1� |α| > 1
# +�� ! # +�� � ���(� � ��� G

���3� 46&):�� � �+� � � � � 4 &6�
4 � ��� �;# �<#8�*� #8� 4 � � & # �*� 4��3� �9!�� � #)& �*� #�� � �"! # +�� �(��� #
+ 4�� � $ ���"4 !����;#,+ � � G

+ 4 � 4 # � � � # ! !;�*#���� � � 4'! �
� ! � #,40/��(� � ��� � � � 4'!�� �(� #,+�� &6� 46&�� !;��!�� � # +�� ! G

� �(� �
�9!

H∞
.

�+� � � � � � deg r < deg p
. �1� |α| < 1

#,+�� !
G

� 4'!/!;�<#
/ � � # 4�//� � �(,���� / � 4 � �3& � � � & � & 4 #8� ��! 40�3� ��!�# &)��� �(� & .

=8=




 � + 4 � � � � & ���-�"46& :�� � ��� � ��� #,+�� � 4 � � α = 1

�+� � � � � � # + 4 #
p(s)

q(s)
= α+

β

sµ
+

γ

s2µ
+

δ

s3µ
+O(s−4µ)

4 � |s| → ∞,

� �'& � ��! � #,4'! # � α,β,γ
4'! �

δ
$ �*#,+

α = ±1
.

� � � �1�
β/α > 0 �

# +�� ! #,+�� � 46&):�� � ���(� � ��� G
46&6�

� #,4�/�� � � 4'! � � �
β/α < 0 �

#,+�� ! # +��2� 46&�� � ! � #,4�/�� � .
� � ����� �

β = 0
4'!��

0 < µ < 1
2

# +�� ! #,+�� �"46& :�� � ��� � �
46&��
$ � ! � #,40/��(� � � & γ/α < 0
$ � #,4�/�� � � �'& γ/α > 0

�

� �'&
β = 0

4 !�� 1
2 < µ < 1 �

# +�� ! #,+�� �"46& :�� � ��� � � 46&��
$ � #,4�/�� � � �'& γ/α < 0
$ � ! � #,40/��(� � � & γ/α > 0

.
� � � � ���1�

β = 0
4'!��

µ = 1
2
� # +�� ! #,+�� �"46& :�� � ��� � � 46&��

$ � ! � #,40/��(� �(�
δ/α > 0

$ � #,4�/�� � �(�
δ/α < 0

.

= 7



� � � � �(� #�� �,+ 46&,4
� #�� &)� , 4 # � ��! ���
H∞

$ � #,4�//� � � #1�

�1� # +�� � ���(� � ��� G
46&6� 40�(� �"! # +�� � � � ! �(��� #%+ 40�(��$ ��� 4'!�� �

# +�� ! #,+�� #)&,4'! � � � & � � !�� #8� ��! G
� �(� � �"! H∞

$ �9! � 4 � � � � ���(� 4 !�� � !�� � �(�
deg p ≥ deg r + 1 �

$ �9! � 4 � � � � ��� � � 4'!�� ��!�� � � �
deg p ≥ deg r + 2 �

$ �9! � 4 � � � � � � ���(� 4'!�� � !�� � �(�
deg p ≥ deg r + 3

.

= �



H∞
$ � #,4�/ �(� � , 4 #8� ��! ���

G(s) =
1

asµ + b + (csµ + d)e−sh

• # � ��� #�� &�� �9!�� !/& � # 4 � 46&7#8�*� � �"46& � ��!�#)& ���(� � & �
K(s) = kp +

ki

sµ

• # � �,+;� � � � 4 � ��!�# &)��� �(� & $ +;�*� + � # 4�//�(� �(,�� � G
4 #

h = 0 �
� �'&

h � � 4��(� � � �'& 4��(� h
.

• 0 ��� 46&)( � � ) � 4�� & 4 #8�*� ��) � 4 # � ��!
a2z

2 + a1z + a0$ �*#,+
a2 > 0 � a1

� a0
&6� 4�� � + 4 � &)� �<# � �"!

{z ∈ C, − π

2
µ ≤ arg z ≤ π

2
µ} ��!�� � �(� ��!�� ��� #,+��

!��"! # #,+ &6��� � ��!��;� # � ��! � +;���*� � �
���

a0 > 0 � a2
1 − 4a2a0 < 0 � a1 < 0

4'!��
√

|a2
1 − 4a2a0| ≤ (−a1) tan π

2 µ �
�9! $ +;� �,+ � 4 � �

# +�� &6� 46&�� # $�� � � � ���(�"! � ��!6� � : 4 #�� & � �<# �
� � �

a0 < 0 �
�9! $ +;�*�,+ � 4 � � #,+�� &6� � � ��!�� � � � �*#8� � � &�� 4��

&)� �<#
� � ���

a0 > 0 � a2
1 − 4a2a0 > 0

4'!��
a1 < 0

�"! $ +;� �,+
� 4 � � # +�� &6� 46&�� # $�� � � � � # � � � &6� 40� &)� �'# � .

= �



	 � �1� |a
c
| > 1

#,+�� ! � � � & � � &,4
� #8� ��! 40� 2 � � � !�#)& ���(� � &
K$ +;�*� + � # 4�//�(� �(,�� � G

$ +�� !
h = 0

$�� �(� 4�� � � � # 4�//� � �(,��
G

$ +�� !
h
� � � ��� � �(� ! #�� � � � 4��(� . & �'&6� � � � & � �(� ki > 04'!��

kp
� 4 # � � � � 4�� � � (a(b + kp) − cd) cos π

2 µ > 0 �

(b + kp)
2 + 2aki cosπµ − d2 > 0

4'!��
ki(b + kp) cos π

2 µ > 0 �
#,+�� !

K
$�� �(� � # 4�//�(� �(,�� G

� �'&
4�� �

h
.

� � � � #
a = c

. �1�
kp

4'!��
ki

� 4 #8� � ��� !;��!�� ��� #,+��
� ���(� � $ �9!;: � ��!��;� # � � ! � �
� � �

(b + d + kp)
2 − 8ki < 0 � b + d + kp < 0

4'!��
√

|(b + d + kp)2 − 8ki| ≤ −(b + d + kp) tan π
2 µ

� � ���
(b + d + kp)

2 − 8ki > 0
4 !��

b + d + kp < 0

# +�� !
K � #,40//�(� �(,�� � G

$ +�� !
h = 0

.
& �'&6� � � � & � �

a(b + kp − d) cos π
2 µ > 0 �

# +�� !
K

� #,4�//� � � ,�� � G
� �'& � � 4�� �

h
.

�1�
kp

4'!��
ki

� 4 #8� � ��� 4�� � �
(b + kp)

2 + 2aki cosπµ − d2 > 0
4'!��

ki(b + kp) cos π
2 µ > 0

# +�� !
K � # 4�//� � �(,�� � G

� � &%4��(�
h
.

= &



� � #
G(s) =

1

asµ + b + (csµ + d)e−sh

�+� � � � � � # + 4 # |a| > |c| � # +�� ! #,+�� � � # ��� 4��(�
H∞

$ � #,4�/ �(� � , �9!3: � ��! #)&)���(�(� & � � � : � � � ! / � V + MQ

U − NQ
�

$ +�� &��

N(s) =
1

sµ + 1
, M(s) =

(asµ + b) + (csµ + d)e−sh

sµ + 1
,

U(s) =
sµ(sµ + 1)

((asµ + b) + (csµ + d)e−sh)sµ + kpsµ + ki

,

V (s) =
(sµ + 1)(ki + kps

µ)

((asµ + b) + (csµ + d)e−sh)sµ + kpsµ + ki

,

Q
� � 4 � &���� � 46&,4
� � #�� & �9! H∞

4'! �
ki > 0

4'!��
kp

� 4 # � � � � (a(b + kp) − cd) cos
π

2
µ > 0,(b + kp)

2 +

2aki cosπµ − d2 > 0,
4 !��

ki(b + kp) cos
π

2
µ > 0

= �



� ! 4
� � �(� � � � # G(s) =
1

2
√

s − (
√

s + 1)e−sh

�1�
ki > 0

4'! �
kp

� 46# � � � � #,+�� � ��� � � $ �9!3: �9!�� ) � 4�� �*# � � �

(2kp−1) cos
π

4
> 0, k2

p−1 > 0
4'!��

kikp cos
π

4
> 0,

# + 4 # � � � �(� ki > 0
4'! �

kp > 1 �# +�� ! #,+�� �2� � � ���+$ � � � � � � � #,40/��(� � �'& 4��(� h
.

� � � �3&)� � � � 4
� #8�'&)� , 4 #8� ��! ���
G

� � : � � � ! / �

(N,M) =

(

1√
s + 1

,
2
√

s − (
√

s + 1)e−sh

√
s + 1

)

% +�� � � # ��� 4��(� H∞
$ � # 4�//� � �(, �9!;: � ��!�# &)��� �(� & � ��� G

� �
: � � � ! / � V + MQ

U − NQ

$ +�� &6�

U(s) =

√
s(
√

s + 1)

(2
√

s − (
√

s + 1)e−sh)
√

s + kp

√
s + ki

V (s) =
(
√

s + 1)(ki + kp

√
s)

(2
√

s − (
√

s + 1)e−sh)
√

s + kp

√
s + ki

,

4'!��
Q

� � 4 � &���� � 46&,4
� � #�� & �9! H∞
.

= �


