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Introduction

Introduction

Equation de Korteweg-de Vries (KdV).

Vi+Yx+Yox+Yyx=0

» Découverte par Boussinesq en 1871.
» Terme de dispersion et de convection non linéaire.

» Apparait en mécanique des fluides (canaux a faible
hauteur d’eau, écoulement du sang dans les artéres,...)
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Introduction

Probléme de contrble posé

yt+yx +yXXX +y}’x = 07 te (07 T)7 X € (07 L)?
y(t,0) = y(t,L) =0,
yx(t, L) = u(t)

Peut-on trouver un contréle u tel que la solution y aille de y; a
y7 enuntemps T donné?

Remarque On supposera dans la suite y° = 0
Prendre r=T —-t,{=L—x
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Cas non critique

Linéarisé autour de (y, u) = (0, 0)

Probléeme de contréle linéarisé autour de (0,0) :

Vit VYx+ VYoxx = 0,te (07 T), X € (O,L),
y(t.0)=y(t, L) =0,
yx(t, L) = u(t),
¥(0,.) = yo.

Définition Soit T > 0, le systeme est contrblable en temps T si

vy07 yr e L2(07 L)7 Ju e L2(07 T)7 tqy(T7 ) =Yr.

5/31



Cas non critique

Résultat

Théoréme : (L. Rosier 97) Soit N = {2/ LHEE i e N},
soit T > 0, Le systéeme linéarisé est exactement contrblable en
temps T ssi L ¢ N.

Eléments de preuve

1. Caractére bien posé du probleme (effet régularisant de
KdV)

2. yx(.,0) € L?(0, T) (régularité cachée)
3. Inégalité d’observabilité pour appliquer HUM
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Cas non critique

Existence de solutions

Soit Al'opérateur Ay := —yx — Yxxx avec

D(A) = {y € H3(0,L), y(0) = y(L) = y(L) = 0}.

A est fermé, dissipatif et A* est dissipatif.

A génére un semi-groupe fortement continu de contractions sur
L2(0,L).

(S(t))t>0= semi groupe de contractions associé.

Proposition :

1. yo € L2(0,L) — S(.)yo € C([0, T],L2) N L2(0, T, H") est
continue

2. |lyx(50)ll 20,1y < Vol 20,1
3. yllezo,r 0.0y < /5 IYollizo,0)
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Cas non critique

Contréle/ Observabilité

On utilise HUM (méthode d’unicité hilbertienne) introduite par
J.L. Lions en 88,

Contréle < Observabilité du probléme adjoint
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Cas non critique

Application de HUM

IPP sur fO fo yt + yx + yxxx)dth 0
— fo zr(x)y(T,x)dx = fo zy(t, L)u(t)dt
SoitA:zr € LZ(O, L)— y(T,.) € L2(0, L),
A est linéaire continue et

(A(ZT)’ZT)LZ(O,L) = |lzx(., L)HiZ(o,T) > CHZTH%(O,L)

Lax-Milgram = A est inversible CQFD.
Onnotel : yr € L2(0,L) — z(.,L) € L?(0, T).
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Cas non critique

Inégalité d’observabilité sur le probléme adjoint

Zt + Zx + Zx = 0,
z(.,0)=2z(.,L)=0
zix( ()) — ()
2(T,x) = zr(x).
Proposition : (L. Rosier 97)Soit L, T > 0, Vzr € L?(0,L) le

probléme adjoint admet une solution "faible", zy(., L) € L2(0, T).
SiL¢ N,3Cy,Co(L, T) > 0tels que

Cillzrllz,r) < l2x(-s Dl 20,1y < Callzrllz(0,0)
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Cas non critique

Obstruction danslecas L ¢ N/

Théoréeme : (L. Rosier 97) Il existe A € C et
¢ € H3((0,L),C) \ {0} avec

_fz)x - ¢xxx = )\Qs,
$(0) = (L) = ¢x(0) = ¢x(L) =0

si et seulementsi L € V.
Donc

L L
/ y(T, x)¢(x)dx = e / ¥(0, x)p(x)dx.
0 0

Remarque : Si L =27, ¢(x) =1 —cosx et A\ =0.

11/31



Cas non critique

Controle du non linéaire

Théoreme : (L. Rosier 97) Soit T > 0, et L ¢ N. Alors il existe
C > 0 et ry > 0 tel que Vyp, y7 € L?(0, L) avec

IYollz, Iyl < ro

il existe y € CO([0, T], L2(0, L)) N L?((0, T), H'(0, L)) et
u € L?(0, T) vérifiant KdV et tels que

y(0¢) = Yo,
.y(Ta) =Yr,
lullz < C(lIYollz + [Iy7ll2)-
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Cas non critique

Pour résoudre le non linéaire, on écrit

y =Sy’ +y1 +ye

y1t+y1x+}/1xxx:07 Yot + YVox + Yoxxx = f>

y1(t70):y1(taL):0> y2(t70):y2(t7L):07
y1X(t7 L): U(t), y2X(t7 L):O,
y1(0,x) =0. ¥2(0,x) =0.

avec f = —yyx
Onnote ¢y : ue L2(0,T) — yy, o : € LY(0, T,L2) — y»

13/31



Cas non critique

Point fixe

Soit T > 0, yo, y7 € L2(0, L), [Iyoll. lly7ll < r

F.yecl20,T,H'(0,L))
S()yo + 1 ov(yr — S(T)yo + Y2(yyx)(T,.)) + b2(—yyx)

On applique le thm de point fixe de Banach a la restriction de F
sur B(0, R) pour R petit.
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Cas critique a deux directions

Contrélabilité du non linéaire autour de 0 pour
L = 2km.

» 1ére idée : Utiliser le théoréme sur la contrélabilité autour
des solutions stationnaires et utiliser la méthode du retour
de J.M. Coron

Contréle pour T grand...

» 2éme idée : (J.M.Coron, E.C. (04) ) Utiliser le résultat de
Rosier pour le linéarisé et essayer d’'aller dans les
directions manquées en un temps T > 0.
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Cas critique a deux directions

Cas critique

Théoreme : (J.M. Coron, E.C. 04) Soit T > 0, et L = 2kx. Alors
il existe C > 0 et ry > 0 tel que Yy, y1 € L?(0, L) avec

1Yollzz, [lyrlle < i
il existe y € CO([0, T], L?(0, L)) N L2((0, T), H'(0, L)) et
u € L2(0, T) vérifiant KAV et tels que
y(07 ) =)o,
y( T7 ) =yYr,

lulle < Cllyollz + Ilyrll2) .
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Cas critique a deux directions

Développement en puissance

Terme a l'ordre 1

Vi+Yx+Yox=0,1t¢€ (oa T), X e (071-)7
y(t,0) = y(t,2km) =0,
yx(t,2km) = u(t),
¥(0,.) = y°.
Pour toute solution on a

d 27

at Jy y(1 —cos(x))dx =0
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Cas critique a deux directions

Théoréme pour 'ordre 1

Théoréme : (L. Rosier(97)) Soit T > 0, H = {1 — cos(x)}*,
v(.y()nyT) € Hx H7 E|(.y7 U) tels que

¥(0,.) =yo, ¥(T,.) = yr.
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Cas critique a deux directions

l—cos(x
missed direction
A Z
0 T~ " S & Py (2) controlled directions

_— for the linear system

_I:(PH; 1?)73
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Cas critique a deux directions

Ordre 2 et 3

Proposition : (J.M. Coron, E.C. (04)) Soit T > 0, il existe
(u,v,w) € L2(0, T)3 tels que si a, 3, sont solutions de

at + ax + axxx = 0, Bt + Bx + Bxxx = —aay,
a(t,0) = at,27) = 0, B(t,0) = p(t,27) =0,
ax(t,2m) = u(t), Bu(t, 21) = v(1),
a(0,x)=0 B£(0,x) =0

Yt + Vx T Yxxx = _(Oéﬂ)x,
V(ta 0) = 7(t7 277) =0,
x(t,2m) = w(t),
v(0,x) =0
Alors, o(T,x) =0, 8(T,x) =0,~(T,x) =1 —cos(x)
Pour aller dans la direction opposée, on prend
(U_,V_,W_):(—U, V,—W). 20/31



Cas critique a deux directions

Idée de la preuve

Avec le thm de Rosier, il suffit de montrer que
o(T,.)=pB(T,.)=0,
L
/0 A(T,)(1 = cos(x))ax = |1 - cos(x) 0.
Mais
L T /L
/ (T, )(1 = cos(x))dx = / / o3 sin(x)dxdt
0 0 0

— montrer qu’il existe «, 3,

{ foT foL afsin(x)dxdt # 0,
a(T7 ) = 5(7-, ) =0
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Cas critique a deux directions

Passage au non linéaire

Rappel du probleéme posé : Montrer qu'’il existe ry > 0,
vyt € L3(0, L), lyrllz(0,0) < 11, 3u € L2(0, T),

Vi + Yx + Yo + YYx =0,
y(,O) :y(’L) =0,
yx(, L) =u,

y(0,.)=0

= y(T,)=yr
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Cas critique a deux directions

Idée : appliquer un théoreme de point fixe a

Ty, : L2(0,L) — L3(0, L)
z— z+yr — F(G(2))
avec z = p(z) + M(z)(1 — cos(x))

G(z) =
( contréle du linéarisé pour p(2)) +A1/3(2)u+ \2/3(z)v + \(2)w.

F:L20,T)— L30,L)
h— y( T, )

Si z point fixe de 7, alors yr = F(G(z)) et le contrble G(z)
convient.
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Cas critique a deux directions

Démonstration : B, = {z € L?(0, L), [|2]l;20,1) < €}-
Lemme : 3C(T,L),e(T,L),Vz € B,,

4/3

17022 < 2]l 2"

Preuve avec des estimées fines sur les solutions des
problemes non linéaires et un point fixe de Banach.
1. On appligue le théoreme du point fixe de Banach a

n:H—H
h— h+p(yr) — p(F(G(h + e))

pour yr et A suffisamment petits avec e = 1 — cos(x).
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Cas critique a deux directions

Démonstration de I’existence d’un point fixe
On se sertdulemme avec he Bg N H, |lyrll;2z+ |\ < R/3, R
petit.

NI < 1y7lle20,26m) + 1M+ A = F(G(h + Ae))ll 2(0,2kr)
R,2R _

3 3

Donc pour R petit, M(Bg N H) C BN H.

Pour la contraction, on se sert d’'un autre théoreme du point fixe

de Banach appliqué aux solutions du probléme non linéaire.
On obtient un unique point fixe h(yr, \) dans Bg N H.

< R.
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Cas critique a deux directions

On applique le T.V.I. avec le lemme a

7 R—R

A= rixe+ h(yr,A) +yr — F<G(h(yT, A) + Ae))]

Je si ||yr]|2 < 4/3L/8, T([—¢,€]) C [—¢,€]
On obtient au moins un point fixe, A.
D’ou,
F(G(h(yT, 20) + Ao(1 — cos(X)))) = y1

26/31



Cas critique a deux directions

Conclusion :

Le contréle G(\y, (1 — cos(x)) + h(yT, \y;)) permet d’aller de O
a yr.

Thm :[J.M. Coron, E. C. 2004] VT > 0, contrélabilité locale
autour de 0 du non linéaire si il 'y a que deux directions

manquées
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Cas critique a quatre directions

. 2 2
Une seule paire k, / telle que L = 27/ H8EE,

4 directions manquées, +¢1, +¢», parties réelles et imaginaires
de la fonction propre, ip¢ + ¢’ + ¢ =0

Soit M = vect{¢y, 92} et H= M+ Alors, pour y vérifiant kdv
linéarisé,

L L L
/ y(t)p1 = cos(pt) / Yob1 + sin(pt) / Yooz,
0 0 0

L L L
/ y(1)é2 = cos(pt) / Yoo + sin(pt) / Yoo
0 0 0

— sion arrive a atteindre un point de M on peut atteindre
tout M en laissant évoluer la solution assez longtemps (au
maximum 7 /p).
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Cas critique a quatre directions

On peut montrer qu’on arrive dans I'espace manqué a l'ordre 2.
Puis point fixe du méme type :

1. Banach sur le projeté sur H,
2. Brouwer sur le projeté sur M
= contr6le mais pour T > 27/p.

Thm :[E. Cerpa 2006] VT > 27 /p, contr6labilité locale autour
de 0 du non linéaire si il n’y a que quatre directions manquées
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Cas critique a n directions,n > 4

On subdivise le probléme en deux cas :
» Cas dimension 2 : on applique le résultat de Cerpa

» Cas dimension 1 : on applique le résultat de
Coron-Crépeau

On peut atteindre les n directions manquées aprés un certain
temps T..
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Perspectives

Perspectives

Questions :

» Y a-t-il un temps de contréle minimal pour les cas a 4
directions ?

» Peut-on avoir de la contrélabilité globale ?
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