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Contexte

~ Systemes décrits par des EDP linéaires. Formulation

Introduction sous forme de Systeme de Controle Frontiere.
i Relation possible avec les systémes abstraits.
consideres
Ul ~> Approche géomeétrique basée sur une formulation
e Approche énergétique.
unifiée
e Exemple L. ) : .
~» Parametrisation des variables frontieres et
Structure de Dirac caractérisation des solutions associees.
et SHP

~> Généralisation a des problemes de commande a la
frontiere.

BCS associé a 7.

BCS associé a

7 - g.sg-  ~ Liens etroits avec une methode de reduction
geometrique et de synthese de lois de commande
BF, stabilté etc ... (PBC)

Conclusion

GT EDP 18-01-2008 Approche géométrique pour le contréle frontiere p. 3/35



Introduction

e Contexte

e Systemes
considereés

e Position du
probleme

e Approche
unifiée

e Exemple

Structure de Dirac
et SHP

BCS associé a 7.

BCS associé a
J —GrSGr

BF, stabilté etc ...

Conclusion

GT EDP 18-01-2008

Type de systemes consideérés

~ Systemes décrits par des opérateurs différentiels

antisymétrigques : équation d’ondes, poutres (Bernoulli,

Timoshenkao, ...).
~ Systemes avec dissipation: exemple du réacteur
tubulaire ou de la colonne d’adsorption
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Adsorption avec accumulation :
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~ Systemes avec dissipation: exemple du réacteur
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Position du probleme

On considere la classe de systemes suivante :

g_f(t, 2) = (T — GrSGR)La(t, 2), (0,2) = wo(2),  (2)

Quel type de conditions frontieres peuvent étre choisies ?
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Position du probleme

On considere la classe de systemes suivante :

%(t, 2) = (T — GrSGR)La(t, 2), (0,2) = wo(2),  (2)

Quel type de conditions frontieres peuvent étre choisies ?

Habituellement :
e On impose des conditions de Dirichlet, Dankwert, ...

e |'existence et la nature des solutions sont déterminées en utilisant
la théorie des semi-groupes.

Notre approche
e Formulation géometrique, définition des variables d’effort et de flux

e Parametrisation des conditions limites "admissibles" a 'aide des
semigroupes.

e Analyse de la stabilité et formulation de lois de commande
stabilisante (asymptotiguement ou exponentiellement)
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Approche unifiée: du cas non dissipatif au cas dissipatif

Utilisation de résultats obtenus pour les systemes décrits
par des opérateur différentiels antisymétrique

oz

ot

(

f
v

(t,2) = (J — GrSGR)Lx(t,z), (0,2) = xo(2), (3)

0

f _ 7 e\ _ J Gr e

fp €p -0 O €p

avec e, = S f, ou S est un opérateur coercif

) 6]—",( ‘ ) c&and & = F = Ly((a,b),R™) x La((a,b),R™)
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Formulation générale

Soit le systemes défini par :
f=Je
e On défini I’ espace des variables de flux, F, et 'espace

des variables d’effort,£, comme des espaces de Hilbert
reels.

e Lespace des variables de liaison est défini par

B =F x &£ équipé du produit naturel

(1) = (F £2) (e ), 0= (7€) 12 = (12,%) € 8

Pour definir la structure de Dirac structure, on associe a
B un produit symetrique canonique, i.e., une forme
bilinéaire définie par:

<bl,l)2>Jr = <f1,Tg7f€2>]:+<61,rf,gf2>g ,b1 = (fl,el) ,b2 — (f2,62) e B.
(4)
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Définition sur les espace de Hilbert

Soit D le sous espace orthogonal & D respectivement
au produit symétrique:

Introduction
Structure de Dirac DJ_ — {b E B| <b, b/>+ — O for a.” b, E D} . (5)
et SHP
e Structure de
R Définition : Une structure de Dirac D sur I'espace de lial-
 Formulation son B = F x £ est un sous espace de B qui est maximale-
e Variables de ment isotropique respectivement au produit symetrique,
t -
P! cad.,
1
BCS associé a 7. D—=1D. (6)
BCS associ¢ a f . .
J — GrSG}, € D <= Conservation de puissance

(&
BF, stabilté etc ...
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Systemes Hamiltoniens a Ports

~ Définition basée sur la structure de Dirac est sur la
fonction Hamiltonienne (énergie totale du systeme).

Définition : Soient B = £ x F I'espace des liaisons
défini plus haut, D la structure de Dirac et H(x) avec x le
vecteur des variables d’énergie la fonction Hamilonienne.
On definit les variables de flux , f € 7 comme les
derivees temporelles des variables d’effort et les
variables d’effort e € £ comme les derivées
variationnelles de H(z). Le systemes

5
(f,e) = (%5—7;) eD

est un systeme Hamiltonien a Ports dont I'’énergie totale
est H(x)
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Soit 'opérateur différentiel 7.

N d'e
Je€o = Z P; d; z € |a,bl,
i=0

avec e, € H"((a,b);R™) and P(i), i =0,...,N, est une
matrice de dimensions n x n avec Py non singulier et
P, = P (—1)""L. Définissons

[ B B, Py

.y —Py —P Py 0

\ (—-1)N"'Py 0

Réacteur tubulaire

8 %—Ctj O — ko —v vV Da 8 C
ot \ B VE 0 T\ D 0 0z e=n
BF, stabilté etc ... N P PN 0 PN : . N ep_/
~~ ~~ ~~ —
f Pg Py e
Conclusion
Références
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Définition des variables de port

En utilisant le théoreme de Stoke’s

_ b
Introduction / T 1 (2)(Teeen) (2) + €Ta(2)(Tocen ) (2)dz =

: - - b
ggrgﬁtgre de Dirac €e.2 (z) (7)

e Structure de .
Dirac ( 621(2), T W_ell(z) ) Q ) 3
dN—l

e PHS .
W_‘f(z)

e Formulation
constructive -
e Variables de

port A partir de @ on peut définir I'égalité suivante:

- a

BCS associé a J. Q 0 -
— RextzReXta

BCS associé a 0 -Q
J — GrSG%

BF, stabilté etc ...

Rext —
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Produit symeétrique canonique et variables de

~ On définit le produit symétrique (ne dépendant pas de
J) et les variables de port associées a 7.

Soit F = £ = L?((a,b); R") x R™ et B = F x £ munis du
produit symetrique suivant :

(1 fa.etsep) (7 f5.€%€3)) .
::<€17f2>L2'+'<627fﬂ>13 _'<€éajg>'_'<€%7jg>v

Définition : Les variables de port (eg, f0) € R™Y
associees a J sont définies par :

U

dN—1¢

b 1

fa = Rext dzN—1 ( ) ) Rexy = ( © _Q)
es e(a) 2

\ )
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Théoreme : Le sous espace D, de B défini par

(/o e(b) ‘
Introduction DJ = < fa ‘ e & HN((&, b), Rn)a je - f7 ( fa ) = Rext ’
e €5 '

Structure de Dirac L\ € ;' ~'e(a) )
et SHP

St t d - b} ~ -
B est une structure de Dirac, c’est a dire D = DL,

PHS , :
« Formilation Réacteur tubulaire

constructive
e Variables de —v VD, v —V D,

port 1 VD, 0 —VDg 0

Rext - T =
V2 1 0 1 0
BCS associé a J. 0 1 0 1
BCS associé a
J —GrSGR —v(C(b) — C(a)) + D, ( (b) (Zj (a)) — M(C(b) — C(a))
" gro \ _ 1 VDo (C(b) — C(a))
BF, stabilté etc ... P - E C(b) + C(a)
. VDo (35 (b) + 95 (a)) — Vo (C(b) + C(a))

Conclusion (
Références
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Systemes de contrdle frontiere

Soit W matrice de rang plein telle que WXW?’ > 0. Le
systeme défini par

Introduction
ox

Structure de Dirac — () = Jex(T
et SHP 815() Jex(t)
BCS associé & 7. avec pour entree
e Parametrisation

Jfeo(t
BCS associé a U(t) =W ‘ ( )
J — GrSG3 €e,d ()
BF, stabilté etc .. €St UN systéme de controle frontiere. Lopérateur

Aext = Je ayant pour domaine
Conclusion
N n
» D(Aext):{< © ) e( HN((a’b)’R ) ) )( Je.o ) errW}, (10)

Reférences er H” ((a,b),R™) €ec.0

genere un semigroupe de contraction.
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Equation de bilan

Soit W matrice de rang plein telle que (3) est

inversible. On définit C : H ((a,b), R?") — R*"Y par,

X fe,@(t)
Cx(t) =W < o olt) ) (11)
et la sortie par
y(t) = Ca(t). (12)

alors pour v € C?((0,00); R*™V), 2(0) € HY ((a,b), R?"),
et Bx(0) = u(0) :
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Introduction

Structure de Dirac
et SHP

BCS associé a 7.

BCS associé a
J — GrSG:

e Variables de
port

e Propriétés des
semigroupes

e BCS

e Equation de

bilan
e Retour a

I'exemple

BF, stabilté etc ...

Conclusion

GT EDP 18-01-2008

BCS associé a J — GrSG5,
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Variables de port

Le feedback est maintenant fermé i.e.

Introduction f=Je—GrSGre,
Structure de Dirac  |es variables de port deviennent :
et SHP
e(b \
BCS associé a J. ( (0)
(—S5Gre)(b)
BCS associé a
J — GrSGxr :
e Variables de N_1
E)Oft frés d % (b)
e Propriétés des gf,o dN—1(_gg*
semigroupes = Rext dZ(N_lgRe> (b) ) (15)
e BCS ge,0
e Equation de e(a)
bilan .
e Retour a (—SQRG) (CL)
I'exemple
BF, stabilté etc ... dN=1(—SG%e)
\ i (a) )
Conclusion
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Proprietés des semigroupes

Consideérons I'opérateur
A= (J - GrSGxR)

ayant pour domaine

D(A) = {e e HY((a,b);R™)| SGie € HY ((a,b);R™), (16)
990 ) cxerw . (17)
ge,0

Si W est de rang plein et satisfait WXW?* > 0, alors
A génere un semigroupe de contraction.
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BCS

Considerons W matrice de rang plein satisfaisant
WEWT > 0. Le systéme,

g_f(@ = (J — GrSGL)x(t) (18)
ayant pour entréee
B B gr0(t)
ult) =Bty =W o Y

est un systeme de contréle frontiere. De plus I'opérateur
A = J — GrSGy ayant pour domaine

D(A) = {e € HY ((a,b);R™) | SGpe € H" ((a,0);R™),

91,0 c ker W , .
Je,0

genere un semigroupe de contraction.

(20)

(21)
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Equation de bilan

Soit W une matrice de rang plein telle que (13) est
inversible. On définit C : H" ((a,b), R?") — R>"V tel que,

iy — i [ 9re)
Cx(t) =W oo o (1) (22)
et la sortie par
y(t) = Ca(t). (23)

alors pour u € C?((0,00); R?™Y), 2(0) € H" ((a,b), R?"),
et Bx(0) = »(0) 'équation de bilan suivante est satisfaite:

1 1
sole@IP <5 (W) yT® ) Puw S (2)
y()
ou

. wew?  wEw?t
P = (25)

11814 T T 1T

wEwt Wew

GT EDP 18-01-2008
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Réacteur tubulaire Les conditions de Dankwert sont :

oC oC
D,— (t,a) —vC(t,a) = vCin(t), and D,—(t,b) =0, (26)
0z 0z
Or
C(b)
VDo 25 (b) — VEoC (b
gf,a — Re;ct 8z( ) 0 ( ) (27)
Je,0 C(a’)
D, 2% (a) — VkoC(a)
Donc
C’Ln
v _w [ 91
0 Je,o
avec
1 —1 . —5 VDg
W= Y ° ;o owEwT =21 >0
\/5 1 /—DO = kODa \/D—a

Conclusion
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Feedback statique

Introduction Oﬁ OL Syst

Structure de Dirac
et SHP

BCS associé a 7. 04

BCS associé a

J — GrSG5 Systeme boucle ou- \ ;
Systeme boucle fermée
verte
BF, stabilté etc ... . .
e Feedback r=Jx r=Jx
statique
e Stabilité
e Genéralisation u = Wz’mp f8 T = (Wimp + aCimp) f8
o Stabilité €y 5.

exponentielle

fa Yy = Cz'mp

Conclusion Y= Cimp
€H €H

Références
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Lemme : Le systeme en boucle fermée défini par:

T = jﬁZL‘
r = (Wimp -+ Oécimp) Jo
€o
Jo
Yy = C’iTer
€o

est un systeme de controle frontiere. De plus, 'opérateur
As = Jrip(a.) génere un semigroupe de contraction sur

X =Ly ((a,b); R™) ou

D(A,)

|

S

m
S
S

~

et W = (Wimp + aClinmp) matrice de rang plein de dim.nN x 2nN

Approche géomeétrique pour le contréle frontiere
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Théoréme : (A — A,) ' : X — X estun opérateur
compact pour A > 0. Le systéme défini par (VV'! = 0) :

r=Jx
B Jo
r = (Wimp -+ CkCimp)
€o
Jo
Yy = Cz'mp
e

avec r = (0 est globalement asymptotiguement stable.
Quelque soit x(0) € X l'unique solution (au sens
classique ou faible) z(¢) = T'(t)x(0) du systeme en
boucle fermée approche asymptotiquement de zéro, cad

limsol||x(t)||x =0

Approche géomeétrique pour le contréle frontiere
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Théoréme : Si WEW?! > 0 le systéme défini par :

r=Jx

W fo
es

y=C fo
es

avec r = (0 est globalement asymptotiguement stable.
Quelque soit x(0) € X l'unique solution (au sens
classique ou faible) z(t) = T'(¢)x(0) du systéme en
boucle fermée approche asymptotiquement de zero, cad

limool|z(t)]|x = 0
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Dans le cas ou

0x(t, z)

ot

— P

0(Lx(t,z))

ot

On peut montrer que (a > 0)

5Oz = —{ey(t), y(t))v — (GoLx(t), Lx(t)) L.,

+ (PO — GQ) ﬁZC(t, Z)

Le systeme est exponentiellement stable si

(L) (b)] < k1 (ay(t), y(D)r + (GoLa(t), La(t))L,)

ou

(Lz)(a)|f < k1 ((ay(t), y()v + (GoLa(t), Lz(t))1,)

avec k1 > 0.
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