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Le systeme continu

@ X,U : espaces de Hilbert,

@ A: D(A) — X opérateur infinitésimal d’un Cy semi-groupe
S(1),
@ B opérateur de contr6le (en général, non borné) sur U.

Systeme de contréle

y(t) = Ay(t) + Bu(t), y(0) = yo, (S)

ou y(t) € X, u(t) e U.
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Semi-discrétisation en espace (e.g. différences finies,

éléments finis, ...)

@ Xy, Uy : espaces de dimension finie,
@ Ay : Xn — X, opérateur linéaire
@ By : Uy — X, opérateur linéaire.

Famille de systémes semi-discrétisés

Yn(t) = Anyn(t) + Brun(t), yn(0) = yho, (Sh)

ou yp(t) € Xn, up(t) € Up.
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Systeme continu (S) Famille de systémes semi-discrétisés (Sp)

y(t) = Ay(8) + Bu(t), y(0) = yo Yn(t) = Anyn(t) + Brun(t), ya(0) = yho

Hypothese : (S) est contrdlable (en temps T).

Soit y1 € X. Alors, 3u | la solution y(-) de (S) vérifie y(T) = y;.

Est-il possible de déterminer des contréles up, pour 0 < h < hg, convergeant vers u
lorsque h — 0, et tels que les solutions y(-) de (S) convergent vers y(-) ? Algorithme
efficace ?

Remarque. Cas LQR : Banks-Kunisch, Banks-Ito-Wang, Gibson, Kappel-Salamon,
Lasiecka-Triggiani, Liu-Zheng, Ramdani-Takahashi-Tucsnak.

e
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Systeme continu (S) Famille de systémes semi-discrétisés (Sp)

y(t) = Ay(t) + Bu(t), y(0) = yo Yn(t) = Anyn(t) 4+ Brun(t), ¥n(0) = ¥no

Question

Est-il possible de déterminer des contréles up, pour 0 < h < hg, convergeant vers u
lorsque h — 0, et tels que les solutions yj(-) de (Sp) convergent vers y(-) ? Algorithme
efficace ?

v
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Controlabilité en dimension finie

T > 0 fixé. Systeme de contrdle linéaire en dimension finie :
y(t) = Ay(t) + Bu(t), (1)
ol y(t) € R", A € Mp(R), B € Mnm(R), et u(-) € L?(0, T; R™).

Définition

Soit yp € R". Le systeme (1) est contrélable depuis y, en temps T si Vy; € R",
Ju(-) € L2(0, T; R™) tel que la solution correspondante y(-), avec y(0) = Xo, vérifie
y(T)=x.

Théoréme

| A\

Le systeme (1) est controlable en temps T si et seulement si la matrice

o
G= / e(T=0ABB*e(T=DA" gt (appelée Gramienne) est inversible.
0

En dimension finie, cela est équivalent a I'existence de a > 0 tel que

T e
/0 1B=eT=04" |24t > a[|2, J

nnnnnnnnnnnn

pour tout ¢» € R" (inégalité d’'observabilité).
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Controlabilité en dimension infinie

X, U : Hilbert; S(t) : semi-groupe fortement continu sur X, de générateur (A, D(A)).

Définition (opérateur de contréle admissible)

B e L(U, X_1) est admissible pour S(t) si toute solution de

y(t) = Ay(t) + Bu(t), @
avec y(0) = yo € X et u(-) € L3(0, +oo; U), vérifie y(t) € X, Vt > 0. Dans ce cas,
y(t) = S(t)yo + [} S(t — s)Bu(s)ds.

Définition (contrélabilité exacte)

Pour yg € X, et T > 0, le systeme (2) est exactement contrdlable depuis y; en temps
T siVyy € X, 3u(-) € L0, T; U) tel que la solution correspondante de (2), avec
y(0) = yo, vérifie y(T) = y4.

Théoreme (inégalité d’observabilité)

Le systeme (2) est exactement contrélable en temps T

x
20> 0t [ 1B°S WvlRd > alvlk, v e DAY
0

nnnnnnnnnnnn

\

E. Trélat Controle et discrétisation



Controlabilité en dimension infinie

X, U : Hilbert; S(t) : semi-groupe fortement continu sur X, de générateur (A, D(A)).

Définition (opérateur de contréle admissible)

B e L(U, X_1) est admissible pour S(t) si toute solution de

y(t) = Ay(t) + Bu(t), @
avec y(0) = yo € X et u(-) € L3(0, +oo; U), vérifie y(t) € X, Vt > 0. Dans ce cas,
y(t) = S(t)yo + [} S(t — s)Bu(s)ds.

Définition (contrdlabilité exacte )

Pour T > 0, le systeme (2) est exactement contrblable a zéro en temps T si Vyy € X,
Ju(-) € L?(0, T; U) tel que la solution correspondante de (2), avec y(0) = yo, vérifie
y(T)=0.

Théoreme (inégalité d’observabilité a zéro)

Le systeme (2) est exactement contrélable a zéro en temps T s

:
= 30> 0t [ B8 (Ovlfet > allS(TY 'l Vo € D(A).
0
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Pour ¢ € D(A*), on pose

1

)
JW) = 5 /0 1B* St 6I3t + (S(TY ¢ yo)x.  (3)

J est strictement convexe, et, d’aprés 'inégalité d’observabilité,
est coercive. Soit 1) un minimiseur. Définissons

u(t) = BS(T — )",

pour tout t € [0, T], et soit y(-) la solution correspondante de
(2), telle que y(0) = yp. Alors, y(T) = 0.

(i.e., observabilité implique controlabilité : méthode HUM) “*...
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Exemple : équation de la chaleur

Q c RY ouvert connexe borné C2, T =9Q =T Ul avec 1 Nl =0, c € R.

% =Ay+cy dans(0,7)x Q,
¥(0,") = yo(-) dansQ,
oy oy
= = r = = TIxT
an u surf0,T] x Ty, an 0 sur[0, 7] x Ty,

ol yp € L?(Q) et u € L2(0, T; L2(T4)).
Ce systéme est exactement contrélable & zéro, en tout temps T, avec X = L?(Q) et

U= L3(Ty).
”
lci: Ay = Ay + ¢y, sur D(A) = {y € HZ(Q) | % = 0sur I'} ,B= —AN € L(U, D(A*)"), avec N l'application
Ay = 0 dans Q,
de Neumann: Nu = y < a—ﬁ =u surlyq,
SL =0 surf,.

B est admissible (résultat de régularité de trace). En fait, il existe , 3 > 0 t.q.

UHIVER EITE DORLEANS

90— Aptcp (0,T)xQ
luti ! ’ ’ d
pour tout 1 (t, x) solution de { % _ [0, 7] xT. ap..

T il
a/n\\w(r,xmzdx < /O /r ll(t, )2t < a/ﬂnw(o,x)uzdx, Al
“ 1
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Exemple de semi-discrétisation : équation de la
chaleur 1-D avec contréle de Dirichlet (E. Zuazua)

Systéme continu

Yt = Yxx, 0<x<1,0<t<T,
y(t,0)=0, y(t,1) =u(t), 0<t<T,
¥(0,x) = yo(x), 0<x<1.

Ce systéme est exactement contrélable & zéro, en tout temps T, avec X = L2(0, 1) et
U= L?(0, T).

En effet, on a I'inégalité d’observabilité :
v 2 L 2
YT >0 Jar >0 st / bx(t, L2dt > oq—/ (T, x)2ax,
0 0

Dxxs
=

i Py = 0<
pour toute solution de{ W(t,0) = %(t,1) =0, 0<

e
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Exemple de semi-discrétisation : équation de la
chaleur 1-D avec contréle de Dirichlet (E. Zuazua)

Systéme continu

Yt = Yxx, 0<x<1,0<t<T,
y(t,0)=0, y(t,1) =u(t), 0<t<T,
¥(0,x) = yo(x), 0<x<1.

Ce systéme est exactement contrélable & zéro, en tout temps T, avec X = L2(0, 1) et
U= L?(0, T).

Systeme semi-discrétisé (par différences finies)

Yir1 () — 2y;(t) + yj—1 (1)

yi(t) = = ., 0<i<T,j=1,...,N,
Yo(t) = 0, yna1 () = u(t), 0o<t<T, -

¥i(0) = yo,j ji=1,. . N. e
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Exemple de semi-discrétisation : équation de la
chaleur 1-D avec contréle de Dirichlet (E. Zuazua)

Systéeme semi-discrétisé

Systeme continu

_ (D) =250 + v 4(8)

Yt = Yxx, yj,(t) h2 ’
y(t,O)ZO, y(t,1):U(t), ,VO(t):Or yN+1(t)=U(t),
(0, %) = yo(%)-

¥i(0) = Yo,

Théoreme (Lopez-Zuazua, 1997)

T en(t))2 u

VYT>0 3decr>0 tq. / ( ; ) dtchhE ¥i(T)?,
5 .
j=

pour tout h > 0, et toute solution de

1/)//(1‘) — ¢f+1(t)_27/;j,'2(t)+¢j71(t), 0<t< T, ]: 1,..,,N,
1/’0(0 = 07 1/1N+1(t) = 07 0<t< T.

Cela implique la controlabilité exacte a zéro uniforme.
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Exemple de semi-discrétisation : équation des ondes
1-D avec contréle de Dirichlet (E. Zuazua)

Systeme semi-discrétisé

Systeme continu

yj'(t) =

Yit = Yxx;,
{ y(tv 0) = 07 y(t71) = U(t), ,V()(t) = 07 yN+1(t) = U(f),
¥(0,x) = Y0(x), ¥t(0, ) = y1(x). ¥(0) = ¥0,,/(0) = y1,.

Vi (8) — 2y5() + yj—1(2)
[z ’

Théoreme (Infante-Zuazua, 1999)

VYT >0 dcrp>0 tg

/OT (W’T(’))zdt > cT,hhjZZ: <¢f(T)2 * (W)2> ’

mais 2'ORLEANE
cr,h— 0

nnnnnnnnnnnn

lorsque h — 0!
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Théoréme (s. Labbé, E.T., Syst. Cont. Letters, 2006)
Sous les hypothéses suivantes :

@ le semi-groupe S(t) est analytique (i.e., cas parabolique),

on a I'équivalence

S est exactement contrdlable a zéro (en temps T) < la famille
(Sp) est uniformément contrélable.

(au sens ou il existe une inégalité d'observabilité discréte uniforme)
Dans ce cas, la suite de contréles HUM,, converge vers le
contréle HUM.

Exemple typique :

équation de la chaleur (dans R") avec contrdle frontiere de Neumann.

nnnnnnnnnnnn
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Théoréme (s. Labbé, E.T., Syst. Cont. Letters, 2006)
Sous les hypothéses suivantes :

@ le semi-groupe S(t) est analytique (i.e., cas parabolique),

@ le degré de non-bornitude de B est < 1/2,
(i.e., 3y €[0,1/2) t.g. B e L(U, D((—A*)")))

on a I'équivalence

S est exactement contrdlable a zéro (en temps T) < la famille
(Sp) est uniformément contrélable.

(au sens ou il existe une inégalité d'observabilité discréte uniforme)
Dans ce cas, la suite de contréles HUM,, converge vers le
controle HUM.

Exemple typique :

équation de la chaleur (dans R") avec contrdle frontiere de Neumann.

nnnnnnnnnnnn
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Théoréme (s. Labbé, E.T., Syst. Cont. Letters, 2006)
Sous les hypothéses suivantes :

@ le semi-groupe S(t) est analytique (i.e., cas parabolique),
@ le degré de non-bornitude de B est <1 /2,

(i.e., 3y €[0,1/2) t.q. B € L(U, D((—A*)")"))
@ hypothéses d’approximation standards,

on a I'équivalence

S est exactement controlable a zéro (en temps T) < la famille
(Sp) est uniformément contrélable.

(au sens ou il existe une inégalité d'observabilité discrete uniforme)
Dans ce cas, la suite de contréles HUM,, converge vers le
contréle HUM.

Exemple typique :

équation de la chaleur (dans R") avec contrdle frontiere de Neumann.

nnnnnnnnnnnn
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Simulations numériques pour I'équation de la chaleur

avec controle de Neumann

d > 1 entier, ¢ € R, Q C RY ouvert connexe borné, I = 9Q = 'y U, avec
rNry=0.

Modéle continu

¥ = Ay+cy dans(0,T)xQ,
y(0,) = () dans Q,

"’% = u sur [0, T] x Ty,

&£ =0 sur [0, T] x T,

ol yo € L2(Q) et u € L2(0, T; L2(T4)).

Ce systéme est exactement contrélable & zéro avec X = L?(Q) et U = L?(Ty).

Ici,ona Ay = Ay +cy, sur D(A) = {y € H2(Q) | & = 0sur F}7 S
1L
et B= —AN € L(U, D(A*)"), ou N est I'application de Neumann.
Le degré de non bornitude de B est v = 1/4 + ¢, pour tout € > 0. }(dp -
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Simulations numériques pour I'équation de la chaleur

avec controle de Neumann

d > 1 entier, ¢ € R, Q C RY ouvert connexe borné, I = 9Q = 'y U, avec
rNry=0.

Modéle continu

¥ = Ay+cy dans(0,T)xQ,
y(©,) = »() dans Q,

% = u sur [0, T] x Iy,

&£ =0 sur [0, T] x T,

ol yo € L2(Q) et u € L2(0, T; L2(T4)).

Modele semi-discret (éléments finis)

MpY(t) = ApY(t) + BpV(t), Y(0) = Yp.

nnnnnnn
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Dimension 1

Q=(0,1),y ={1}, T, ={0},c=1,and T = 1.
Subdivision réguliere de Q. Pas de temps : 0.001.

Données :
[ name [ & | h ] Yo
1D_10 11 10T Yo(X) = x
1D_100 101 | 102 Yo(X) = x
1D_1000 1001 | 10—3 Yo(x) = x

sinlD_10 11 [ 107" | yo(x) = sin?(7x)
sin1D_100 | 101 | 1072 | yo(x) = sin®(7x)
sin1D_1000 | 1001 | 1073 | yy(x) = sin®(xx)

Résultats numériques :

[ name [ llgnlx [ A% T 16%¢n+yn(Miix [ Iva(Mlx, [ IyF(Mlx, ]
1D_10 0.413804 0.372 0.00305 0.15670 1.35778
1D_100 0.531854 0.126 0.00369 0.07000 1.835778
1D_1000 0.705366 0.044 0.00399 0.03397 1.835778 1
sinlD_10 0.413831 | 0.372 0.00308 0.15671 1.35778 Al
sinlD_100 0.532225 0.126 0.00407 0.07007 1.85778 UHIERSITED ORLEANS
sinlD_1000 0.705650 0.044 0.00399 0.03398 1.835778
. d
Convergence lente (ici, 3/2 = 0.225). e
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Dimension 2

Q : disque unité de R?, ¢ = 1, et T = 1. Pas de temps : 0.001.

Données :
[[(name [ S, | Yo [ 5} [ ]
disk_1 55 Yox,¥Y) =x+y r 0
104 Yo(x,¥) =x+y r 0
disk_2 5 | yox,¥)=x+y | {(x,y) €Tr|x>0andy >0} | I\ry
104 | yo(x,y)=x+y | {(x,y) €EM|x>0andy >0} | My

Maillages utilisés :

Résultats numériques : :

' J LTS
[ name [ Sy [ lwnlx [ A% [ 18%%n+yMix [ Ivn(Mix, [ IE(Dlx, ]‘.‘.uuﬁﬂ?

UHIVER EITE DORLEANS

disk_1 55 0.15872 0.61424 0.01747 0.08030 0.10351
104 0.23091 0.45112 0.01953 0.08494 0.10852

disk_2 55 0.16497 0.61424 0.01162 0.09623 0.10351 dpn
104 0.17513 0.45112 0.01062 0.10259 0.10861
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Qu’en est-il pour I'équation des ondes ?

Equation des ondes 1D, contréle Dirichlet

Py Py
o7~ oz = O dans]0, T[x]o,1[,

y(t,0) =0, y(t,1) = u(t), sur]o, TI.

Cette équation est exactement controlable lorsque T > 2. Mais pas d’analyticité du
semi-groupe.
Discrétisation : méthode des différences finies.

Ondes 1D : comparaison numérique avec la chaleur

[ np [ itér. Gradient chaleur | Itér. Gradient ondes |

5 5 15

10 5 40

20 5 249 i
30 4 842 n i
40 -

50 4

1515
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Problemes ouverts

@ vitesse de convergence des contrbles ;
@ condition sur le degré de non-bornitude  de B;
@ s’affranchir de I'hypothése d’analyticité (cas hyperbolique) ;

@ contrélabilité uniforme des approximations semi-discréetes
d’EDP contr6lées semi-linéaires ou non linéaires.
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(Xh)0<h<h0 et (Uh)0<h<h0 : familles d’espaces vectoriels de dimension finie.
(H3) vh e (0, ho), it existe des appiications lingaires Py : D((—~A*)'/2)/ — Xy et Py : Xy — D((~A%)'/2)
(resp., Qp : U — Up et Qp : Uy — U), vérifiant :

(H3.4) vhe (0.h) PyPy = idy, . and @y Qp = idy, .
(H32) 3s,¢, > 0ta. vhe (0, ),

10 = PaPr)llx < Cah®llA*lIx,
(=A%) (1 — PrPr)wllx < Cah* =A% ||y, Vo € D(A),
I/ = Qn@p)ully — Oash — 0, Yu € U,
(1 — Qh@p)B™ %lly < Cah™ =M A p|lx, Vap € D(A™).

(H3.3) vhe©m) Py= Py, and Qp = Q.
(H3.4) 365 > 05t 11B*Puwnlly < Coh™ " 19nllx, Vh € (0, ho), Yaby € X

Vh € (0, hy), soient A} : X, — Xp, et By : X, — Uy, définis par nlw"
Rl

A = PyA* Py, et Bf = QuB* Py
dp

Fésroton Deris Poson
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(Hs) On a les propriétés suivantes :

(Hs4) Lafamille e” est uniformément analytique, i.e., 3C7 > 0
t.q.

wt

el < Cre', et A llpy < Cr. V2> 0. (4)
(Hs2) 3Co > 01t.9. Vf € X,Vh € (0, hy), les solutions respectives
de A*p = f et Az, = Pyf vérifient

1Ph = ¥nllx, < Coh®|Ifllx. (5)

En d'autres termes, ||P,A* " — Ar ™" Py||1(x x,) < Coh®
(hypothése sur la vitesse de convergence).
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Théoréme (S. Labbé, E.T., Syst. Cont. Letters, 2006)

y = Ay + Bu est exactement contrélable a zéro entemps T > 0
& la famille y,, = Anyn + Bnrup est uniformément contrélable au
sens ou :

38, hy,c,c > 0| Vhe (0,hy), Vi, € X,

i
ollePhynll3, < /0 1Bt a2, dt + Bl < ¢ lonlZ.

e
il
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Théoréme (suite)

Dans ces conditions : Vyy € X, Vh e (0, hy), I1¢p € Xy
minimisant

([ R 1 .
hlion) = 5 | 1B unlf,dt-+ 51 nl, + (e Pryo),

et la suite (QnUn)o<heh,, Ol Ux(t) = BrelT-DAiy, converge
faiblement (& sous-suite prés) dans L2(0, T; U) vers u tel que la
solution vérifiant y(T) = 0 de

y = Ay + Bu, y(0) = yo.

il
NER STED SRLEAHE

E. Trélat Controle et discrétisation



Théoreme (suite)
Vh € (0, hy), soit yu(+) la solution de
Yh = AnYn + Bnun, ¥n(0) = Phyo. (4)

Alors,
® yn(T) = —h’¢p;
@ Vt € (0, T, (Phyn(t))o<hen, — y(t) (& sous-suite prés)
dans X.
© 3M>0|Vhe (0,h),

.
/O lun(®)IIF,at < M2|lyoll%. H°llvnl%, < M2lyoll.

et [lya(T)lx, < M2 yollx.

nnnnnnn

E. Trélat Controle et discrétisation



Proposition
Si la suite (||1nl|x,)o<n<n, €st de plus bornée, alors le controle
u est 'unique contréle HUM tel que y(T) = 0.

Exemple
Cela arrive si A admet une base+HiIbertienne de vecteurs
X -1
propres e, de v.p. (Ak)ken, t.9. Y ~— < +o0, et pour
Ak

k=1

Yo=Y Yok€k € X t.a. yox # 0, ¥k € N.
kKEN
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